
 

畢氏定理 
 
  文本展示：商高的證法： 
 
 
 

 
 
 
 
 
 

 
       
    
 
 
 
 
 



 

57 36 151

= 1 ×60 + 20 = 80
或=

= 1 × 60 2+ 0 × 60 + 20 = 3620

文本展示：歐幾里得的證法 

 
   
巴比倫人對此定理的研究 
  

泥板上 1~59 的記號 
 

現存放在美國 Columbia 大學圖書館 
 

普林頓 322 號泥板。 
 
                
 
 
 

                    
表示 1‧603 +57‧602 +36‧60+ 15 = 423375 

 
但由於沒有零的符號來表示缺位，因此類似底下的記號就要看上下文的文意才能辨別。 
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利用特殊比例感受畢氏定理 
(一)  
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(二) 
 
 

 
 
 
(三) 

 



 

 
(四) 
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(六) 

 
 
 
 
 
 
 
(七) 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 

幾何原本中的證明： 
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周三徑一： 

 

內切圓直徑 D = 
2ab 

 a +b +c   
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出入相補現代版 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

法一

法二



 

 將凹五邊形化成長方形 
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將長方形化成正方形 
 
所利用的幾何性質： 

 

 
 
將任意四邊形化成長方形 
 

 
 
將任意多邊形化成長方形﹖ 
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圖三
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拋物線 

尺規作圖的美學上的魅力，即在於僅用圓與直線便可畫出許多美麗圖形，並啟發人類的思維。

以柏拉圖為代表的希臘學者，認為引入複雜的工具來解決古希臘的作圖問題，雖對手工繪製

是可取，但對於一個思想家來說則是不足稱道，柏拉圖更認為，利用複雜的工具，那麼「幾

何學的優點」就會盪然無存，因為這樣的話，我們又重新使幾何學退到了感性世界，而不是

用思想中永恆的、超越物質的思維想像力去提高、充實它。 
 
下圖 x、y、z 的關係為 x2 = yz  
 

                                      圖(一) 
 
而圖二，即是利用此原理，作一正方形，使其面積等於一長寬分別為 a，b 的矩形面積的簡易

圖解：  

 
 
 
 
問題與討論： 

1.請證明圖一中，為何 x2 = yz。 
2.說明圖二中的作圖步驟。 
  右圖一，五邊形的面積相等。 
3.在探討許多尺規作圖的過程中，數學家常有其他的發現。例如約西元前 4 世紀的 
  Menaechmus 就對圓錐曲線十分感興趣，他認為拋物線雖然無法以尺規作出，不過利用直 
  線與圓，藉由比例，可以作出拋物線上的某些點，至少可以大致描繪出它的圖形，如圖(三)， 
  請你證明他的方法是正確的。 
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開 方 術 

 

    將一個正數求出它的平方根的過程稱為「開平方」或簡稱為「開方」。在人類的歷史文化中，不

管西方或東方，對於如何找型如 144 = 12 的正確值或是 200 ≒ 14.14 的近似值，有著許多不同的

方法。以我們學過的「質因數分解」來說，其實不難看出開方數為何﹖ 

例如：求 784 = ? 

由右圖一的分解，可以得知 784 = 24×72 = (22 × 7)(22 × 7) 

所以， 784 = 22 × 7 = 28 

 

    由於「開方的概念來自於平方，而平方的幾何思考在於正方形的面積」，因此早期的數學家利用

「面積的分割」來處理開方問題，應是最直接、最原始的想法。 

以 x2＝841 為例：即是找一個面積為 841 的正方形 

，而此正方形的邊長就是 841如右圖二。 

首先估計十位數： 

因為 202＝400＜841，302＝900＞841 

所以十位數字為 2。 

再由右圖二看出黃色部分的面積為 841–400 = 441 

接著要找個位數 b，必須讓 

 40b＋b2＝441   

觀察 (40＋b)．b＝441                     

441 得知個位數字 b 是 1 或 9，經試驗得到 b＝9， 

即(40+9) × 9 = 441，所以 841 的正平方根為 29。 

或許現在的你可以動動腦，分別利用「質因數分解」 

和「面積分割」來求 1849 = ? 並比較一下有何差異﹖                                                         
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配 方 法 
 
    古巴比侖文化發源於現在土耳其境內的河流經過現在的敘利亞

和伊拉克，向東南方流入波斯灣。現在對於古巴比侖數學及文化的

了解，是來自於泥板上所刻下的文字和符號，這些泥板有些是屬於

2000 B.C.時代的產物，而大部分是西元 600 年前到西元 300 年所遺

留下來的。 
 
    2003 年最受關注的國際事件之一，「美國與伊拉克的戰爭」，

便是在這裡開打的，至於誰是真正的獲勝者，由於觀點的不同，解

讀的互異、目前無法立刻斷言！不過，此役造成許多古文物遭受破

壞卻是不爭的事實。 
 
    戰火後，開始重組領導中心的巴格達，在中世紀時，曾是阿拉伯世界的數學活動中心，當時的阿

拔斯王朝(750~1258)在此設立了「智慧宮」，聚集了大批學者，將許多數學著作翻譯成阿拉伯文，並

提出了許多獨創的見解，其中最卓越的代表是阿爾．花拉子模(alkhowarizmi ,約 780~850)。 
在解型如 x2 +10x = 39(這是現在的表示方法)的方程式，阿爾．花拉子模給了幾何論證如下： 

首先把等號左邊的 x2 +10x 看成一塊面積為 x2 的正方形與四塊面積均 x
2
5

為長方形的和，如下圖一。

然後在四個缺口，分別補上四個面積分別為
4
25

的正方形，即形成一個面積為 39 +25 = 64 的大正方形

如圖二。因此，圖三的的大正方形面積邊長 x + 5 = 8，得 x = 3 。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
將上面寫成算式即為 
         x2 +10 x     = 39 
       x2 +10x + 25    = 39 + 25 
              (x +5 )2 = 64 
                x + 5 = 8  (當時並無 –8 概念) 
                   x = 3 
 
    出生於波斯北部的阿爾．花拉子模，便是在巴格達任職期間，在他的《代數學》一書，給一元二

次方程式這種看法，其中所談到的「移項」、「同類項合併」、「對消」以及「二次方程式無根的」

等代數概念沿用至今。後來《代數學》被譯為拉丁文，成為歐洲行用數百年的數學課本後，對 16 世

紀義大利數學家發展解三、四次方程有著重大的影響。 
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巴比侖人的平方根之近似值求法 

 
    古巴比侖人是利用黏土書板來刻寫文字，透過現已發掘之泥版(cuneiform)，我們可以知道遠在

1900~1600B.C.的巴比侖數學內容脈絡。他們創造了一套六十進位為主的記數系統，利用各種數表進

行計算，其中包括乘法表、倒數表、平方表、立方表…甚至還有指數表等等。底下是他們在求平方根

之近似值所進行的步驟(以現在我們的數學語言和符號表示)： 

       

 

 
  例 1: 求 17 之近似值。  

       解: 由 17 × 17=17 

           由 17
4

174 =× 中可看出因為 17比 4 大一點，所以 17比
17
4  小一點 

          所以可以取平均數即:  17 ≈ 
1
2 (4 + 

17
4 ) = 

33
8      

   

 
例 2: 求 2 之近似值。  

       解: 由 2× 2=2 

(1)由 1× 2 = 2 ，可找到 1 和 2 的平均數 
1+2

2  = 3
2  再求 2 ÷ 

3
2 = 4

3  

(2)由  3
2 × 4

3 = 2，可找到 3
2 和 4

3 的平均數
12
17)

3
4

2
3(

2
1

=+      

  所以 2 ≈ 
17
12     

 

 
問題與討論： 

1.利用上述方法找出下列各數的一個近似值： 

 (1) 10    (2) 7      

 
2.利用上述方法，重覆你的步驟，找出下列各數的三個更逼近的近似值： 

 (1) 15    (2) 27 

 
3.下列式子是在巴比侖的泥板上發現的： 

   402+102 = 40+ 
100

2．40 請你說明理由。(提示： 402+102 > 40) 

 
4.對於巴比侖的方法和「牛頓法」求平方根法，你有何看法﹖ 

 

5.你可以仿照巴比侖人的方式找出求立方根近似值的方法嗎﹖以
3 10說明之。 

 


